
8-9 êëàññ. Êîìáèíàòîðèêà-2. (Ñ ÓÊÀÇÀÍÈßÌÈ)

I. ÏÐÎÖÅÑÑÛ È ÎÏÅÐÀÖÈÈ.

1. Íà ÷óäî-äåðåâå ðàñòóò ÿáëîêè è àïåëüñèíû. Èçíà÷àëüíî áûëî 10 ÿáëîê è 10 àïåëüñèíîâ. Åñëè
ñîðâàòü äâà îäèíàêîâûõ ôðóêòà, òî âûðàñòåò îäèí àïåëüñèí, à åñëè äâà ðàçíûõ � òî ÿáëîêî.
Òàê ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íà äåðåâå íè îñòàíåòñÿ îäèí ôðóêò. ×òî ýòî çà ôðóêò?

Ïîäñêàçêà: Ïîñëåäèòå çà ÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà ôðóêòîâ.

2. Íà îñòðîâå Ñåðîáóðîìàëèí æèâåò 13 ñåðûõ, 15 áóðûõ è 17 ìàëèíîâûõ õàìåëåîíîâ. Êîãäà âñòðå-
÷àþòñÿ äâà õàìåëåîíà ðàçíîãî öâåòà, îíè îäíîâðåìåííî ïåðåêðàøèâàþòñÿ â òðåòèé öâåò. Ìîæåò
ëè ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îêàçàòüñÿ, ÷òî âñå õàìåëåîíû èìåþò îäèí öâåò?

Èñòî÷íèê: Òóðíèð ãîðîäîâ.

Ïîäñêàçêà: Êàê èçìåíÿåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâàìè õàìåëåîíîâ äâóõ ðàçíûõ öâåòîà?

3. Â òàáëèöå 10×10 ðàññòàâëåíû ÷èñëà. Çà îäíó îïåðàöèþ ìîæíî ïîìåíÿòü çíàêè â ëþáîé ñòðîêå
èëè ëþáîì ñòîëáöå. Âñåãäà ëè ìîæíî ïîëó÷èòü òàáëèöó, ó êîòîðîé â ëþáîé ñòðîêå è â ëþáîì
ñòîëáöå ñóììà íåîòðèöàòåëüíà?

Èñòî÷íèê: ¾Êâàíò¿.

Ïîäñêàçêà: Ìîæíî ïðîâîäèòü ëèøü îïåðàöèè, óâåëè÷èâàþùèå îáùóþ ñóììó. Ïî÷åìó òàêèå
îïåðàöèè â êîíöå êîíöîâ ïðèâåäóò ê íóæíîé òàáëèöå?

4. Ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè øàõìàòíîé äîñêè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 8. Â êëåòêå (i, j)

íàïèñàëè ÷èñëî
1

i+ j − 1
. Íà äîñêó ïîñòàâèëè 8 íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóììà ÷èñåë â êëåòêàõ, íà êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ëàäüè, íå ìåíüøå 1.

Èñòî÷íèê: Òóðíèð ãîðîäîâ.

Ïîäñêàçêà: Åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñóììà ðàâíà 1. Ïðèäóìàéòå îïåðàöèè (íå ìåíÿþùèå
óñëîâèé çàäà÷è), êîòîðûå íå óâåëè÷èâàþò ñóììó ÷èñåë ïîä ëàäüÿìè è â êîíå÷íîì èòîãå ïðè-
âîäÿò ê ¾õîðîøåìó¿ ÷àñòíîìó ñëó÷àþ.

5. (Ñ) Èìååòñÿ 2017 ÿùèêîâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 3, . . . , 2017 êàìíåé. Çà îäèí øàã
ðàçðåøåíî âûáðîñèòü èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ÿùèêîâ ïî îäèíàêîâîìó ÷èñëó êàìíåé. Çà êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî âûáðîñèòü âñå êàìíè?

Èñòî÷íèê: Âñåñîþçíàÿ îëèìïèàäà 1990 ã.

Ïîäñêàçêà: Çà îäíó îïåðàöèþ ¾ðàçíîîáðàçèå¿ óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì âäâîå. (Ïîä ¾ðàçíî-
îáðàçèåì¿ ìû çäåñü ïîíèìàåì ÷èñëî ÿùèêîâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîëè÷åñòâàìè êàìíåé).

6. Â êîëîäå ÷àñòü êàðò ëåæèò ðóáàøêîé âíèç. Êàæäóþ ìèíóòó Ïåòÿ âûíèìàåò èç êîëîäû ïà÷êó èç
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ êàðò, â êîòîðîé âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êàðòû ëåæàò ðóáàøêîé
âíèç, ïåðåâîðà÷èâàåò âñþ ïà÷êó êàê îäíî öåëîå è âñòàâëÿåò â òî æå ìåñòî êîëîäû. Äîêàæèòå,
÷òî â êîíöå êîíöîâ âñå êàðòû ëÿãóò ðóáàøêîé ââåðõ íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê Ïåòÿ âûáèðàåò
ïà÷êè.

Èñòî÷íèê: Òóðíèð ãîðîäîâ.

Ïîäñêàçêà: Ïîñëåäèå çà âåðõíåé êàðòîé è ïðèìåíèòå èíäóêöèþ. Èëè íàéäèòå ïîëóèíâàðèàíò!

II. ÐÅÊÓÐÑÈß È ÈÍÄÓÊÖÈß.

1. Ìîæíî ëè êâàäðàò ðàçðåçàòü íà 2018 êâàäðàòîâ?

Ïîäñêàçêà: Èç ðàçáèåíèÿ íà n êâàäðàòîâ î÷åíü ëåãêî ïîëó÷èòü ðàçáèåíèå íà n+ 3 êâàäðàòà.

2. Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ðàçðåçàí íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà ðàâíîáåäðåííûå òðå-
óãîëüíèêè. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ìíîãîóãîëüíèêå íàéäóòñÿ äâå ðàâíûå ñòîðîíû.

Èñòî÷íèê: Ðåãèîíàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû 2017 ã.

Ïîäñêàçêà: Áåç èíäóêöèè ãðóñòíî... À ñ íåé ëåãêî!



3. Äîêàæèòå, ÷òî ó ÷èñëà 22
n − 1 íå ìåíüøå, ÷åì n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Ïîäñêàçêà: Ýòî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ.

4. (Ñ) Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî x+
1

x
� öåëîå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî xn+

1

xn
òàêæå öåëîå.

Ïîäñêàçêà: Ïîëîæèì An = xn +
1

xn
. Êàê An âûðàçèòü ÷åðåç Ak ñ èíäåêñàìè k < n?

5. (Ñ) Â êîìïàíèè èç 50 ÷åëîâåê ó êàæäîãî ïîÿâèëàñü íîâîñòü, èçâåñòíàÿ òîëüêî åìó îäíîìó. Çà
îäèí òåëåôîííûé ðàçãîâîð äâîå ñîîáùàþò äðóã äðóãó âñå èçâåñòíûå èì íîâîñòè. Äîêàæèòå,
÷òî çà 96 ðàçãîâîðîâ âñå îíè ìîãóò óçíàòü âñå íîâîñòè.

Ïîäñêàçêà: Ïóñòü ó Âàñ èìååòñÿ áûñòðûé àëãîðèòì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñïëåòåí äëÿ k ëþäåé.
Êàê ïðèìåíèòü åãî, åñëè ó íàñ k + 1 ÷åëîâåê?
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